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Хураангуй. Энэ тэмдэглэлд бүхэл диаметртэй тойрог дээр орших 
хоорондын зай нь бүхэл байх цэгүүдийн тоог олох бодлогыг бүрэн шийд- 
сэн ба хэрэв бүхэл й тооны Ак + 1 хэлбэрийн анхны хуваагчдаас зохиох 
үржвэрийн нийт тоо п бол а 1 диаметртай тойрог дээр хоорондын бүх бо- 
ломжит зай нь бүхэл байх цэг хамгийн олондоо 2п олдохыг, харин 2п + 1 
ширхэг олдохгүйг баталсан юм. 

1. Өмнөх үр дүнгүүд. Хавтгайн өөр хоорондоо бүхэл зайтай цэ- 
гүүдийн тоо, байршлын тухай асуудал эртнээс сонирхол татаж байв. 1945 
оноос өмнө 5. Шат хавтгайд шигүү байршилтай, өөр хоорондын зай нь ра- 
циональ байх цэгүүдийн олонлог олдохгүй тухай таамаглал [1] дэвшүүлсэн 
нь одоо ч бүрэн шийдэгдээгүй байна [2]. 

1945 онд М.Аппгпд, Р.Егйоа [3] нар энэ чиглэлийн судлагааны чиглүү- 
лэгч нь болохуйц хэд хэдэн чухал үр дүн, таамаглалуудыг хэвлүүлсэн. 
Тэдгээрийн заримыг томъёолъё. 

Теорем!. Хэрэв хавтгайн төгсгөлгүй олон ялгаатай цэгийн хоорондын 
бүх зай нь бүхэл бол эдгээр цэгүүд шулуун дээр оршино. 

Теорем2. Аливаа натурал п тооны хувьд бүгдээрээ нэг шулуун дээр 
зэрэг оршоогүй, хоорондын бүх зай нь бүхэл байх хавтгайн п цэг олдоно. 

Теорем2-ийг батлахын тулд гурван янзын байгуулалтыг хийж үзүүл- 
сэн байдаг [3] . Эдгээрийг сануулая. 

А. 1 диаметртэй х 2 + у 2 = \ тойрог дээр хоорондын зай нь рацио- 
наль байх төгсгөлгүй олон ялгаатай цэгийг байгуулахдаа 4к + 1 хэлбэрийн 
анхны тоонуудын р\, р2, .... дарааллыг ашигласан байдаг. Квадратуудын 
нийлбэрийн тухай П.Фермагийн теоремоор р 2 = а 2 + Щ, ф 0, ф 0 

байдгийг ашиглан х 2 + у 2 = \ тойрог дээр катетууд нь харгалзан — , — 

Рг Рг 
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урттай тэгш өнцөгт гурвалжны оройн цэгүүдийн (х { ,у^) дарааллыг бай- 
гуулж шийддэг. Үүссэн (х{,г/г) цэгүүд нь өөр хоорондоо рациональ зайтайг 
хялбар шалгаж болно. Хэрэв нэгж радиусыг хангалттай хэмжээгээр ихэс- 
гэх замаар тойрог дээр хоорондоо бүхэл зайтай цэгүүдийг байгуулж болно. 
Эдгээр (х^, Уг) цэгүүд нь тойрог дээр шигүү байрлахыг таамагласан байна. 

В. х 2 + у 2 = \ тойргийн (0, |) цэгийг тойргийн төвийг тойруулан 
а = агссоз | өнцгийн бүхэл давталтуудаар эргүүлбэл төгсгөлгүй олон үл 
давхцах цэгүүд үүсэх юм. Үүсэх цэгүүдийн өөр хоорондын зай мөн л ра- 
циональ байх бөгөөд тойрог дээр шигүү байрлах болно. 

С. т 2 нь нийтдээ Л ширхэг хуваагчтай, сондгой тоо бол т 2 = х 2 — у 2 
тэгшитгэлийг авч үзье. Уг тэгшитгэл яг й шийдтэй байх юм. Хэрэв (т, 0), 
(0, у\), ... , (0, ул) цэгүүдийг авч үзвэл хоорондын бүх зай нь бүхэл байх нь 
илэрхий. 

ЕЫдз-Аппгпд-шш эдгээр алдартай үр дүнг олж хараагүй байхдаа зо- 
хиогч ММО-д хоорондын зай нь бүхэл байх цэгүүдтэй холбоотой дараахь 
бодлогуудыг дэвшүүлж бодуулсан байдаг [4]. 

Бодлого 1, (Б.Баясгалан 1988). Бүхэл И тооны ямар утганд И диа- 
метртэй тойрог дээр хоорондын бүх зай нь бүхэл байх ялгаатай 3 цэг ол- 
дох вэ? 

Бодлого 2, (Б.Баясгалан ММО-1988). а) 7" радиустай тойрог дээр хоо- 
рондын зай нь бүхэл байх ялгаатай 3 цэг олдохгүйг батал. 
б) 5™ радиустай тойрог дээр хоорондын зай нь бүхэл байх ялгаатай 2п + 2 
цэг олдохыг батал. 

Үндсэн бодлого, (Б.Баясгалан, 1993). Бүхэл И диаметртэй тойрог дээр 
хоорондын бүх зай нь бүхэл байх цэг хамгийн олондоо яг хэд байх вэ? 

2. Үндсэн үр дүн. 2013 онд Монголын ОУМО-д оролцох багийг шал- 
гаруулах сорилд доорхи бодлогыг дэвшүүлж баталсан байдаг. 

Бодлого 3, (Б.Баясгалан, Б.Баяржаргал). Бүхэл И диаметртэй тойрог 
дээр хоорондох бүх зай нь бүхэл байх дөрвөн цэг олдох бүрэн нөхцөл нь I? 
тоо 4к + 1 хэлбэрийн анхны тоон ядаж нэг хуваагчтай байхыг батал. 
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Мөн 2014 онд ОУМО-д Монголын талыг төлөөлж дараахь бодлогыг Б. 
Баясгалан дэвшүүлсэн байдаг. 

Бодлого 4. Бүхэл О тоо 4& + 1 хэлбэрийн анхны тоон п хуваагчтай бол 
И диаметртэй тойрог дээр аль ч хоёрынх нь хоорондын зай бүхэл байх 
ялгаатай 2п + 2 цэг олдохыг батал. 

Теорем (Бцхэл диаметртэй тойрог дээрх бцхэл зайтай цэгццдийн 
тухай). И = Б' ■ р\ г ■ ... ■ р 8 к к , Б' нь 45 + 1 хэлбэрийн анхны тооноос 
чөлөөт, Р1,--.,Рк нь 45 + 1 хэлбэрийн байх ялгаатай анхны тоонууд ба 
Р(1)) = (51 + 1)(з 2 + 1)...(зк + 1) байг. Тэгвэл _0 диаметртэй тойрог дээр 
өөр хоорондын зай нь бүхэл байх ялгаатай цэгийг хамгийн олондоо 2Р(И) 
ширхэгийг байрлуулж болно. 

Жишээ: 1) И = 7 п бол Р(О) = 1 тул И диаметртэй тойрог дээр аль ч 
хоёрынх нь хоорондын зай бүхэл ялгаатай 3 цэг олдохгүй. 

2) И = 5™ бол Р(Р>) =п+1 тул Б диаметртэй тойрог дээр аль ч хоё- 
рынх нь хоорондын зай бүхэл ялгаатай 2(п + 1) цэг олдоно. Харин 2п + 3 
цэг олдохгүй. 

3) Бүхэл И диаметртэй тойрог дээр хоорондынх бүх зай нь бүхэл байх 
ялгаатай 5 цэг олдох бол уг тойрог дээр хоорондын бүх зай нь бүхэл байх 
ялгаатай 6 цэгийг олж чадах бөгөөд I? нь Аз + 1 хэлбэрийн анхны тоон 
хуваагч дор хаяж хоёртой (-Р(-О) > 2) байна. 

Баталгаа (Б. Ганбилэг, Б.Баясгалан). 1) Бүхэл I? диаметртэй тойрог 
дээр хоорондын зай нь бүхэл байх ялгаатай цэг дор хаяж 3 олддог байг. 
Мөн _0 = И' ■ р\Р2----Рк ба р^ нь Аз + 1 хэлбэрийн анхны тоо, И' нь 4,5 + 1 
хэлбэрийн анхны тоон хуваагчгүй байг. Тэгвэл эдгээр цэгүүдийн хоорон- 
дын зай нь I?' тоонд хуваагдана. Үүнийг шалгая. Зураг1-ээс 

ТП 

а = О-ята, Ь = Б-ятВ, с = Б-(ят а сов Я+зтЯ соз а) гэдгээс зша = — , 

п 

р тп р 

зш/З = - гэж үзвэл — соз/?+ - соза <Е <Ц> болох юм. Энд (т, п) = (р,а) = 1. 
д п ц 
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Зураг 1 




х,у,т,п,р,де N 



тул у 'д 2 — р 2 , \/п 2 — т 2 тоонууд бүхэл байх юм. 

Өөрөөр хэлбэл (V п 2 — т 2 , т, п), \/а 2 — р 2 ,р, д нь Пифагорын примитив 
гурвалуудыг үүсгэх юм. Пифагорын примитив гурвалын их нь сондгой 
байх богөод Аз + 3 хэлбэрийн анхны тоон хуваагчийг агуулахгүй нь квад- 
ратуудын нийлбэрийн тухай Фермагийн теоремоос шууд мөрдөнө. Тий- 
мээс а, Ь, с зайнууд нь Б' тоонд хуваагдана. 

2) Б = р^р 8 ? ...р 8 к к , Рг нь 4 8 + 1 хэлбэрийн анхны тоо. 

Одоо созс^ — — , вша; = — байх а\, ...,а^ өнцгүүдийг авч үзье. Ийм 

Рг Рг 

байх натурал а^ , Ь^ тоонууд цор ганц олддог (квадратуудын нийлбэрийн 
тухай Фермагийн теорем). 




Зураг2 



к 

У~] Ь^а^ (0 < Ьг < з^) өнцгүүдийг зураг 2-т үзүүлсний дагуу тал тойрог 

1=1 

дээр байрлуулъя. Хэрэв ^^с^ өнцөг 7г-ээс их болвол түүнээс 7гв-г хасч 
байгуулна. Энд нийтдээ Р(Б) = (в\ + 1)(в2 + 1)...(зк + 1) ширхэг цэг 
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байгуулагдах бөгөөд, цэг бүр /1В 3 АС өнцгийг үүсгэнэ. Энэ өнцгүүдийн 

к 

аль ч хоёрынх нь ялгавар ^ г^оц (—5» < < 5,) хэлбэртэй байна. Өөрөөр 

1=1 

хэлбэл, үүсэх цэгүүдийн өөр хоорондын зай бүхэл байх юм. Нийт цэгийн 
тоо нь диаметрийн эсрэг орших цэгүүдийн хамт 2Р(И) байна. 

Энд байгуулсан цэгүүд өөр хоорондоо давхцахгүйг дараах байдлаар 
шалгая. 

к к 

Эсрэгээс нь ^2 2*»а* = 27гз байг. Тэгвэл Л (со82а^ + г8т2а 3 У : > = 1 

1=1 3=1 

болох бөгөөд 

к 

к , , Ч 2* 3 II (<Ъ • $>зТ 

п ,- + %- =^ (1) 

3=1 

болж Гауссын анхны тоон задаргаа ганц гэдэгт зөрчил үүснэ. 

3) Одоо I) диаметртэй тойрог дээрх хоорондын зай нь бүхэл байх ял- 
гаатай цэгийн тоо 2Р(1?)-ээс хэтрэхгүйг баталъя. 




О 

Зураг 3 

И = р 3 ^ ...р 8 к к , р\,...,рк нь Аз + 1 хэлбэрийн ялгаатай анхны тоонууд. И 
диаметртай тал тойрог дээр В цэгийг авъя (Зураг 3). В цэгийг комплекс 

тоо гэвэл В = ~^ е2т болох ба совси = -^, зша = гэвэл а 2 + Ь 2 = В 2 
байна. Нөгөө талаас р 3 = а 2 + Ъ 2 ба а 3 + гЪ 3 , а 3 — гЬ 3 нь Гауссын анхны 
тоонууд байдгийг санавал 

а + гЪ = П (а 3 + гЪ 3 ) 1] ■ (а 3 - гЪ 3 ) 28 *~^ 

1<3<к 

байх болно. Энд 0 < 1 3 < 2з 3 . Тиймээс 

5=|(^+Д) 2 = ^(а + гЬ) 2 = ^ П (<Ч + »> 3 У<1(а 3 -гЬ 3 )^ ^ = 

^ ' 1<]<к 
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1 

2Е) 



П ь ■< 




агссоз — Ёг- 



1<3<к 



ИймдВ = § П е 4 ^- 8 ^'. 



1<.7<к 

Өөр нэг цэгийн хувьд В' = Ц 



П е 4г( *Ь^)^ байх ба 



\<]<к 



ВВ' = \Б ■ зш2 ^ - ^ | = -° • 
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болно. А нь хуваарьтай харилцан анхны болохыг (1)-тэй адилаар харуулж 
болно. Эндээс 1^-— < 8^ буюу —8; < — Й < 5^. Иймд ^ тооны ялгаатай 
утгын тоо хамгийн ихдээ + 1 байна. Иймд нийт цэгийн тоо 2Р(1?)-ээс 
хэтрэхгүй. Теорем батлагдав. 

Мөрдөлгөө. Бүхэл диаметртэй тойрог дээр байрлах хоорондын зай нь 
бүхэл байх хамгийн олон цэгийг эргүүлэлт болон тэгш хэмийн нарийвч- 
лалтайгаар 1 янзаар байрлуулж болно. 

3. Төгсгөлийн үг. Энд дурьдагдсан Бодлого 1,2,4,5 асуудлуудын 
шууд ерготгөл нь дээрхи үр дүн юм. Уг үр дүн хаа нэгтээ батлагдаж, 
томъёологдсныг зохиогч мэдэхгүй бөгөөд хэрэв давтагдсан бол огт хамаа- 
ралгүй гэдгийг хэлэх нь зөв буй. 2014 онд ММО-ийн 50 жилийн ой болсон 
бөгөөд уг ойд зориулж сайхан бодлого асуудал дэвшүүлэхийг ММО-ын 
ЗБХ-г олон жил амжилттай удирдсан, Монголын гарамгай алгебрьчдын 
нэг Ц.Дашдорж биднээс хүссэний улмаас өмнө 1988 онд ММО-д дэвшүүлж 
байсан бодлогуудаа эргүүлж тойруулан харж байснаар энэ үр дүн, томъ- 
ёололд хүрсэн гэж үзэж болно. Иймд энэ үр дүнг Монголын математи- 
кийн орчин цагийн хөгжилд чухал хувь нэмэр оруулсан, оруулж байгаа 
Ц.Дашдоржид зориулж байна. 
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